TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Esperanza de variables aleatorias

Introducciéon

Uno de los conceptos bésicos de la teorfa de la probabilidad es el de esperanza de una variable
aleatoria. Su importancia es comparable con la del concepto mismo de probabilidad de un
evento. De hecho, el concepto de esperanza y el de probabilidad surgieron en forma paralela
cuando, a mediados del siglo XV 1, se inicia el Cédlculo de Probabilidades. Fue Christiaan
Huygens quien introdujo este concepto en su libro Du calcul dans les jeux de hasard, publicado
en el ano 1657. En esa época, Blaise Pascal y Pierre de Fermat habifan resuelto algunos
problemas de probabilidad, con métodos que sentarian las bases para el desarrollo de una
nueva disciplina matematica, el Cédlculo de Probabilidades. Huygens resolvié, con sus propios
métodos, los problemas que antes habian resuelto Pascal y Fermat y algunos otros maés.

Uno de los aspectos interesantes de la metodologia utilizada por Huygens es que en ningin
momento se consideran ahi probabilidades de eventos, todas las soluciones estdn basadas
en el cdlculo de esperanzas, lo cual hacfa ver ya que este concepto podia tomarse como
primario, previo incluso al de probabilidad de un evento, y a partir de él desarrollar la nueva
disciplina. La historia no fue de ese modo pues el concepto que prevalecié como primario fue
el de probabilidad. Sin embargo, la historia misma mostraria més adelante que esta dualidad
de importancia, entre el concepto de esperanza y el de probabilidad, que se dio al inicio del
desarrollo de la teoria de la probabilidad como disciplina matemadtica, tenia fuertes raices
pues al evolucionar el concepto de probabilidad, hasta fusionarse con el de medida en los
primeros anos del siglo pasado, resulté palpable la estrecha relacién entre ambos conceptos,
de tal manera que, efectivamente, cualquiera de los dos puede tomarse como punto de partida,
quedando inmersos uno dentro del otro. Esto tltimo ya no dnicamente dentro del contexto
de la teorfa de la probabilidad, sino dentro del contexto m&s amplio de la teorfa de la medida,
donde el concepto de probabilidad corresponde al de medida y el de esperanza al de integral.

Repaso de definiciones y resultados

1. Un dlgebra A es una familia de subconjuntos de un conjunto E, la cual tiene las siguientes
propiedades:

a) B e A.
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b) A es cerrada bajo complementos.
c) A es cerrada bajo uniones finitas.

2. Una o-algebra £ es una familia de subconjuntos de un conjunto E, la cual tiene las
siguientes propiedades:

a)E e €.
b) £ es cerrada bajo complementos.
c) € es cerrada bajo uniones infinitas numerables.

3. La o-dlgebra de Borel en R estd generada por los intervalos de la forma (—oo, =], donde
rz e R.

4. La o-4lgebra de Borel en R estd generada por los intervalos de la forma [—oo, x|, donde
r e R.

5. Un espacio medible es una pareja (E, £), donde E es un conjunto cualquiera y £ es una
o—algebra de subconjuntos de E.

6. Dados un espacio medible (E, &), un conjunto cualquiera F y una funcién f : E — F.
Definamos H= {B C F: f~!(B) € £}, entonces H es una oc—algebra de subconjuntos de F.
Este resultado se demuestra facilmente gracias a que se tienen las siguientes propiedades:
a) [~ (F) =E.
)

c) f1 (U{'yGI‘}Bv) = Ugyery /1 (B,) para cualquier familia {B, : v € I'} de subconjuntos de
F.

o

f
f~Y(B¢) = [f~1(B)|° para cualquier subconjunto B de F.
f

7.Si (B, €) y (F,F) son espacios medibles, una funcién f : & — F es mediblesi f~! (B) € £
para cualquier conjunto B € F.

8. Si (E,€) y (F, F) son espacios medible y la o—algebra F estd generada por una familia
G de subconjuntos de F, entonces una funcién f : E +— F es medible si y sélo si f~!(B) € £
para cualquier conjunto B € G.
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Este resultado se sigue del inciso 6 ya que, siendo H = {B C F: f~! (B) € £} una c—algebra
de subconjuntos de F' y dado que cualquier elemento de G pertenece a H, entonces H contiene
a la o—dlgebra generada por G.

9. Una funcién boreliana es una funcién medible f : (R B (E)) — (R B (E))

10. Una funcién medible ¢ : (E,€) — (R, B (R)) es simple si tiene la forma ¢ = >} bpIp,,
donde by, ..., b, son nimeros reales y E, ..., E,, son elementos de £.

11. Si (B, &) — (R‘B (E)) es una funcién medible simple, su representacién candénica
estd dada por ¢ = >"7'_, aylg,, donde ay, as, ..., a, son mimeros reales no nulos distintos y,
para k € {1,...,n}, Ex ={y € E: ¢o(y) = ax}.

12. Si f : (E, &) — (R B (E)) es una funcién medible no negativa, entonces existe una
sucesion no decreciente de funciones medibles simples no negativas ¢, : (E,€) — (R, B (R))
tales que lim,, .o, ¢, (y) = f (y) para cualquier y € E.

13. Si [F es un conjunto cualquiera y A es un dlgebra de subconjuntos de I, se dice que una
funcién no negativa p : A — R es finitamente aditiva si dada cualquier familia finita,
A1, ..., A,, de elementos de A, ajenos por parejas, entonces:

n

(U Ar) = D75 1(Ax)

k=1

14. Si F es un conjunto cualquiera y S es una o-dlgebra de subconjuntos de F, se dice que
una funcién no negativa p : § — R es o-aditiva si es finitamente aditiva y dada cualquier
familia infinita numerable, A, A,, ..., de elementos de &, ajenos por parejas, entonces:

g (kf:j1 A’“) = 2 p(Ar)

15. Si F es un conjunto cualquiera y A es un dlgebra de subconjuntos de F, se dice que
una funcién no negativa p : A — R es o-subaditiva, o que satisface la propiedad de
la subaditividad numerable, si dada cualquier coleccién infinita numerable A;, A, ... de
elementos de A tales que |J,~, A, € A, entonces:

i (Unzy An) <3000 (AL)
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16. Si F es un conjunto cualquiera, A una dlgebra de subconjuntos de Fy p: A — R una
funcién no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalen-
tes:

i. pu es o-subaditiva.
ii. p es o-aditiva.

iii. Para cualquier sucesién creciente (A,), .y, de elementos de A tales que |, ; A, € A, se
tiene p (Uo7, An) = lim, o0 p(A,).

iv. Para cualquier sucesién decreciente (A,), .y, de elementos de A tales que (7" ; A, € A
y i (A,) < oo para alguna n € N, se tiene p ()7, A,) = lim, o p(A,,).

v. Para cualquier sucesién decreciente (A4,), .y, de elementos de A tales que ()" ; A, =0y
w(A,) < oo para alguna n € N se tiene lim,,_, u(A,) = 0.

17. Si F es un conjunto cualquiera y 3 es una o-dlgebra de subconjuntos de I, una medida
sobre (F, ) es una funcién no negativa p :  — R o-aditiva y tal que u () = 0.

18. Un espacio de medida es una terna (F, S, 1), donde F es un conjunto, & una o-algebra
de subconjuntos de F y p : & +— R una medida.

19. Un espacio de medida (F, S, ;1) es completo si & contiene a todos los subconjuntos de
los conjuntos de medida p igual a cero.

20. Si un espacio de medida (IF, 3o, 1) no es completo, se puede completar.

21.Sip(E, & pn) — (R B (E)) es una funcién medible simple no negativa con representacion
canénica ¢ =y, _; axlp,, se define la integral de ¢ con respecto a la medida p, [ pdu, de
la siguiente manera:

fE pdp =3 p_y arp (Ey)

22.Si f: (B, & pn) — (R B (K)) es una funcién medible no negativa, se define la integral
de f, con respecto a la medida p, fE fdu, de la siguiente manera:

fE fdu = sup {fE wdp : @ es medible simple y 0 < o < f }

23. Teorema de la convergencia monétona. Si (f,), .y €s una sucesiéon no decreciente
de funciones medibles no negativas, entonces:



fE lim,, oo frdp = lim,, . fE fndp

24.Si f . (B, &, pu) — (R B (@)) es una funcién medible no negativa. Entonces, la funcién
m : & — R, definida por m(E) = [, fdu, es una medida.

25. Lema de Fatou. Si {f,},.y es una sucesién de funciones medibles no negativas, en-
tonces:

fE liminf, . fo.dp < liminf,, fE fndp

26. Una funcién medible f : (B, &, p) — (R B (E)) es integrable sobre un conjunto £ € £
si [ |f]dp < oo.

27. Si f es una funcién medible e integrable sobre un conjunto F € £, se define su integral
sobre E, [ r fdu, de la siguiente manera:

28. Teorema de la convergencia dominada. Si g : (E, &, u) — (R B (@)) es una fun-
cién nedible no negativa, integrable sobre un conjunto medible E, {f,}, .y una sucesién de
funciones medibles tales que |f,| < ¢ y lim,_. f, existe excepto a lo mds en un conjunto
de medida cero y f : (E, &, n) — (R B (E)) una funcién medible tal que f = lim,,_, fn,
donde este limite existe, entonces, f es integrable sobre E' y:

[ fdp = limy, oo [ frdp

29. Un subconjunto A de R tiene medida cero si dado cualquier niimero € > 0, existe una
familia finita o infinita numerable de intervalos abiertos, cuya unién contiene al conjunto A,
y tales que la suma de sus longitudes es menor que .

30. Existe una medida A definida sobre la o-dlgebra £ (R) de subconjuntos de R generada
por los intervalos y los conjuntos de medida cero, la cual asigna a cada intervalo su longitud.
A es llamada la medida de Lebesgue sobre R y a los elementos de £ (R) se les llama
conjuntos Lebesgue medibles.

31. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, <, P), donde € es un conjunto, & una o-
algebra de subconjuntos de Q y P una medida sobre S tal que P(£2) = 1, a la cual llamaremos
medida de probabilidad. A 2 lo llamaremos el espacio muestral, a los elementos de
eventos y a la medida P de un evento A, la probabilidad de A.
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32. Una variable aleatoria real es una funcién medible X : (Q, S, P) — (R, B (R))

33.51 X : (2,3, P) — (R B (R)) es una variable aleatoria real, la funcién uy : B (E) — R
definida por:

jix (B) = PIX € B]
es una medida de probabilidad.

34.51 X : (Q,93,P) — (R B (K)) es una variable aleatoria tal que P [X € R| = 1, se define
su funcién de distribucién Fx : R — R mediante la relacién Fx (z) = P [X < z].

35.81 X : (2,5, P) — (R, B (R)) es una variable aleatoria tal que P [X € R] = 1, su funcién
de distribucién F'y satisface las siguientes propiedades:

a) Fx es una funcién no decreciente y continua por la derecha.

b) lim, o Fx(z) =1

c) lim, , o Fx(z) =0

d) Fx(z—) = P[X < z] para cualquier z € R.
Esperanza de variables aleatorias

Recordemos que, si X : (Q, S, P) — (R, B (R)) es una variable aleatoria discreta con valores
en R, su esperanza se define de la siguiente manera:

E[X] = Z{xGR:P[X::c]>O} P [X = z]

Esto siempre y cuando la serie D ¢, cp px—sj=0) [2[ £ [X = 2] sea convergente.

Con esta definicién, para fines practicos, es decir, cuando el espacio de probabilidad modela
un determinado experimento aleatorio, la esperanza de una variable aleatoria discreta se
puede interpretar como un valor aproximado del promedio de los valores que toma cuando
el experimento aleatorio se repite muchas veces.

Ahora, si p: (2,3, P) — (R B (E)) es una variable aleatoria simple no negativa, con repre-

sentacién canénica ¢ = Y, aylg,, donde ay, ..., a, son nimeros reales positivos distintos
y Ey, ..., E,, son elementos de &, ajenos por parejas, entonces se puede expresar de la forma
siguiente:

© =D ey Gelp=ay]
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Asi que su integral, con respecto a la medida de probabilidad P, estd dada por la siguiente
expresion:

fQ pdP =370 apP[p = ay]

Vemos entonces que una funcién medible simple medible es una variable aleatoria discreta y
se tiene la siguiente relacién:

EX] = fQ wdP
Esta igualdad nos da la pauta para definir, de manera general, la esperanza de cualquier

variable aleatoria real como su integral con respecto a la medida P, cuando esta tltima esté
bien definida.

De esta forma, la esperanza de una variable aleatoria real no es més que otro nombre que le
damos a la integral de esa variable aleatoria con respecto a P.

En lo que sigue, (12,3, P) serd un espacio de probabilidad completo.

Definicién 1. Si X es una variable aleatoria no negativa, definimos la esperanza de X,
E[X], de la siguiente manera:

E[X] = [,XdP
Definicién 2. Diremos que la variable aleatoria X tiene esperanza finita si E[|X|] < oo.
En ese caso definimos su esperanza de la siguiente manera:
E[X]=FE[X'] - FE[X]

La Esperanza de una variable aleatoria tiene las mismas propiedades que la integral, es decir,
se tiene la linealidad, el teorema de la convergencia monétona, el lema de Fatou, etcétera.

Recordemos que la funcién py : B (E) — R definida por:
px (B) = P[X € B

es una medida de probabilidad.

Asi que (R B (K) , X) es un espacio de probabilidad, el cual podemos completar, obteniendo

una nueva o—algebra, la cual denotaremos por ‘B x (R) , y una medida definida sobre B x (@) ,
para la cual no cambiaremos la notacién; es decir, la denotaremos por i y.
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Tenemos asf un espacio de probabilidad completo (R By (@) , X), de manera que podemos

definir la integral de las funciones medibles f : (R B x (@) L X) — (R B (R)) como con
cualquier otra medida de probabilidad y los resultados expuestos acerca de la integral son
validos también en este caso.

Para evitar confusiones, utilizaremos el término variable aleatoria tinicamente para las fun-

ciones medibles X : (2,3, P) — (R, B (R)).

Teorema 1. Si X es una variable aleatoria, entonces E [f (X)] = fﬁ fduy para cualquier
funcion medible no negativa f : (]R, B x (]R)) ( ( ))

Demostracién
Supongamos primero que f es una funcién medible simple no negativa; es decir, de la forma:

f=>7" bilg,, donde by, ..., b, son nimeros reales no negativos y Ei, ..., E,, son elemen-
tos de Bx (R)

Entonces:

E[f(X)] = B30, bilp, (X)) = E 301, bilixer,)
=21 P [X € Ex] = 3000 bix (E)

= Jg iy bels,) dpx = [5 fdux

Ahora, si f : (R B (E)) — (R% (E)) es cualquier funcién medible no negativa, sea
(¢n)pen una sucesién no decreciente de funciones medibles simples no negativas tal que:

My, o ©,, (y) = f (y) para cualquier y € R
Por el teorema de la convergencia monétona, se tiene:

= fﬁ (Mmoo 0,,) dpiy = f@ fdpx

Corolario 1. Si X es una variable aleatoria, entonces E[f (X)] = [ fdux para cualquier
funcion integrable f : (R Bx (E) ,MX) — (R% (@))

Demostracion

Por teorema anterior, se tiene:

[.]H_ fR f d:uX



E[f~(X)] = Jgfmdpx
E[f (X)) =E[f*(X)]-E[f~(X)] = Jgffdpx — [z [7dux = [z fdpx

Proposicién 1. Para cualquier variable aleatoria X, el conjunto {x € R: P[X = x] > 0}
es a lo mds infinito numerable.

Demostraciéon

Para cada n € N, definamos:
E,={reR:P[X > 11

E, no puede tener més de n elementos ya que, de lo contrario, se tendria , P [X € E,| > 1;
asf que FE,, es un conjunto finito.

Adems3s:
{reR: P X=2]>0}=",E,

Asi que el conjunto {x € R: P[X = z] > 0} es a lo mds infinito numerable.

Recapitulando, hasta el momento, tenemos 4 tipos de integrales:

1. Tenemos el espacio de probabilidad (R By (E) , X), asf que vamos a tratar con integrales
de la forma fﬁ fdpuy, donde f es una funcién medible f : (R Bx (E) ) b X) — (R B (E))

2. Tenemos un espacio de probabilidad (2, 3, P), asi que vamos a tratar con integrales de la

forma fQ XdP, donde X es una variable aleatoria X : (2,3, P) — (R B (E))

3. Tenemos un espacio de medida (R, £(R), A), asf que vamos a tratar con integrales de la
forma [, fdA, donde f es una funcién medible f: (R, £(R),\) — (R, B (R))

Si f [a,b] — R es una funcién Riemann integrable, denotaremos su integral como
R) [0 (&) da.

Sif:[0,00)— |0, ) es una funcién acotada y Riemann integrable en todo intervalo acotado,

definimos (R f

b
o f(z)dx como el limite lim, .o (R) [, f () dx
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Si f : (—00,0]—[0,00) es una funcién acotada y Rlemann 1ntegrable en todo intervalo

acotado, definimos (R) f 0 x) dx como el limite lim,_, fa f(x

Teorema 2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de esperanza finita, en-
tonces XY también tiene esperanza finita y E[XY] = E[X]|E[Y].
Demostracion

Consideremos primero el caso de dos variables aleatorias simples no negativas independientes,
1, con representaciones canénicas ¢ =Y " a;Ip, y = >  bilg,, respectivamente
wy v, p Y= j=1%J ij — k=1 V1G> p .

Como ¢ y 1 son independientes, cualquier evento F; (j € {1,2,...,n}) es independiente de
cualquier evento Gy, (k € {1,2,...,m}).

Asf que:

Elpv] = B (Sl ailr,) (S bila,)]

—F [Z;;l S ajkaFjJGk] —E [zgle S agbielp

= S S agbeP (Fy N Gy) = Sy SO agbiP (Fy) P (Gy)
= |5 P ()] [0 6P (Gu)) = Ble] B Y]

Ahora, para cada n € N, definamos las variables aleatorias simples no negativas, ¢,, y ¢,,,
de la siguiente manera:

.

0, (W) = Sy Bt on I{zeﬂ mnlgx(z)<2ﬂn}(W) si X(w) <n
\ S X(w) > n
)

Y (w) = St Bt e i cy (e my (W) s1Y (W) <n

! st Y(w) =2 n

\

Como X y Y son independientes, ¢, y 1, también lo son. Ademds, sabemos que las suce-
siones (¢, )nen ¥ (¥,,)nen son no decrecientes y, para cualquier w € Q, lim,, ., ¢, (w) = X (w)
y im0 ¥, (w) = Y(w).

Asi, que, por el teorema de la convergencia mondtona, se tiene:
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Finalmente, si X y Y son dos variables aleatorias independientes cualesquiera, de esperanza
finita, se tiene:

XY= |(XT=XT) (YT =Y <(XT+X7) (YT +Y7)

Como X y Y son independientes y de esperanza finita, XT+ X~ y Y + Y~ también son
independientes y tienen esperanza finita; asf que:

E[XY|<E[X*+X )Y+t +Y ) =E[Xt+ X |E[Y*+Y ] < o0
Por lo tanto, XY tiene esperanza finita y se tiene:
E[XY]=B[(X* - X )(Y*—Y ) =E[X*Y*+ XYV~ — X+tV~ — X"V
— E[X*Y*)+ E[X"Y"| - E[X*Y "] - E[X"Y"]
—EXYE[YY+E[X |E[Y |- E[X*|E[Y"]— E[X"|E[Y*]
= (EXT-EX)(ENYT]-EY])=E[X]E[Y]

Un razonamiento de induccién permite demostrar el siguiente corolario:

Corolario 2. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes de esperanza finita,
entonces [[_, X, también tiene esperanza finita y:

E [HZ:l Xk] = HZ:1 E [Xk]

La esperanza como una integral de Riemann

En esta parte vamos a considerar tinicamente el caso en que P [X € R] = 1 y utilizaremos
los siguientes cuatro resultados:

a) Una funcién acotada f : [a,b] — R es Riemann integrable si y sélo si el conjunto de puntos
donde f es discontinua tiene medida cero.

b) Si f:[a,b] = Ry g: [a,b] — R son dos funciones Riemann integrables y el conjunto
{z €la,b]: f(x)# g(x)} es finito o infinito numerable, entonces:

R[)f(x)de=(R) [} g(x)dz
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c¢) Si una funcién acotada f : [a,b] — R es Riemann integrable, entonces f es Lebesgue
medible e integrable; ademas:

Jioay FAN = (R) [, f () do
d) (Teorema de Fubini) Si f : (2 xR, ¥ x £(R)) — ([0,00),B ([0,00))), es medible,
donde & x £ (R) es la o—4lgebra de subconjuntos de Q x R generada por la familia:
A={FXECQOxR:FeSQyFel(R)}

entonces:

fQ (fR fd)‘) dP = fR (fQ fdP) dA

Lema 1. 5i X : (,F) — (R‘B (R)) es una variable aleatoria no negativa, entonces la
funcion:

Toxy : (xR, 3 x £(R)) — ([0,00),%B ([0,00)))

es medible, donde & x £ (R) es la o—élgebra de subconjuntos de €2 x R generada por la
familia A={F X ECQxR:FeQyFEecfl(R)}

Demostraciéon

Consideremos primero una variable aleatoria simple no negativa ¢, con representacién canéni-
cap=> " arlp. En este caso se tiene:

Zk 1][0ak ‘[Fk Zk IIFkX[Oak)

Ast que Ijp ) es medible.

Sea ahora una sucesién (,,),cy 1o decreciente de variables aleatorias simples no negativas
tal que:

lim,, .o ¢, (w) = X (w) para cualquier w € 2
Entonces la sucesion (] [07%))7Z oy ©s 1o decreciente y se tiene:
1imy, o0 L0, (w)) (¥) = Ljo,x(w)) (¥) Para cualquier pareja (w,y) € & x R

Por lo tanto, Ijp x) es medible. u

Proposicion 2. Sea X una variable aleatoria no negativa, entonces:

= Jipey (1= Fx) d
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Demostracién
E[X] = Jo (Ja Tox)dX) dP = [ (Jo To.x)dP) dX
Obsérvese que la funcién I}y x) es una funcién en dos variables:
(w, ) = Ijp, x(w) (@)
Esta funcién toma el valor 1 siy sélo si z € [0, X (w)); es decir, siy sélosi 0 <z < X (w).
Para z € [0, 00) fija, o x(w)) () = I(z,00) (X (w)) para cualquier w € €Q; asf que:
Jo Tio) () AP = [ ooy (X)dP = P[X € (z,00)] = P[X > 2] = 1 — Fy (x)

Como X es no negativa, para x € (—00,0) fija, /i x(w)) (#) = 0 para cualquier w € §2; asf
que:

Jo Tox) (x)dP =0
Por lo tanto:
E[X] = [y (Jo loxdP) dh = [, o (Jo Tox)dP) dX + [ o) (o Tox)dP) dX

= f[(],oo) (Jo To.x)dP) dX = f[o,oo) (1 - Fx)d\

Como la funcién Fx estd acotada y el conjunto de sus discontinuidades es a lo més infinito
numerable, tanto F'x como 1 — F'x son Riemann integrables en cualquier intervalo finito; asi
que también podemos escribir el resultado anterior en la siguiente forma:

EX]=(R) [;" [l = Fx (z)] dz

Corolario 3. E[X*] = (R) [[°P[X > a]dx y E[X"] = (R) [°_ P[X < a]da.
Demostracién

E[X*] = (R) [°[1 - Fx+ (z)]dz = (R) [;° P[X* > a]dx

= (R) f0°°P (X > z]dx

E[X7]=(R) [y 1 - Fx- (v)]de = (R) ;" P[X~ >a]dx

= (R) [°P[X < —a]dz = (R) [°_ P[X < a]dz
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Corolario 4. Una variable aleatoria X tiene esperanza finita si y sdlo si las integrales
R) [T P[X > a]dx y ( )fi)ooP [X < z]dx convergen.

Corolario 5. 5i X es una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:
R) [T P[X > a]dx — ( )fBOOP[X<x]dx

Obsérvese que, como Fx(z—) = P[X < z] y el conjunto de discontinuidades de Fx es a lo
m4s infinito numerable, P [X < 2] = Fx(z) excepto a lo mds en un conjunto numerable;

asi que (R) fEOOP (X <z]dx = (R) ff)oo Fx(z)dz. Asi que entonces se tiene el siguiente
resultado:

Teorema 3. Sea X una variable aleatoria, entonces X tiene esperanza finita si y sdélo si
R) [7[1 = Fx(x)]dz < 00 y (R) fi)oo Fx(z)dr < oo ¥, en ese caso, se tiene:

E[X]=(R) [°1 — Fx(z)]dz — (R) [°_ Fx(x)dx

Cuando se tiene [~ P[X > z]ds = oo y ffooP[X < x]dxr < oo, se define F[X] = oo,

mientras que cuando [ P [X > z]dx < ooy ffoo P[X < z]dx = o0, se define E' [X] = —o0.
Cuando ambas integrales sean divergentes, entonces la esperanza de X no estd definida.

Varianza y covarianza

Definicién 3. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Se define la varianza de
X, Var(X), mediante la relacion:

Var(X) = E [(X - B(X))’]

Definicion 4. A la raiz cuadrada no negativa de la varianza se le llama la desviacion
estandar de X.

La varianza de una variable aleatoria mide entonces el alejamiento de los valores de X de su
esperanza. También se acostumbra decir que la varianza es una medida de la dispersiéon de
los valores de la variable aleatoria.

Definicién 5. Diremos que una variable aleatoria X tiene varianza finita si se cumplen las
sigutentes dos condiciones:

1. X tiene esperanza finita.



2. (X — E[X])? tiene esperanza finita.

Proposicién 3. Una variable aleatoria X tiene varianza finita si y solo si X? tiene esperanza
finita.

Demostracion

Se tiene X2 = (X — E[X])*+2XE [X]—(F [X])*, asi que si X tiene varianza finita, entonces
X? tiene esperanza finita.

Supongamos ahora que X? tiene esperanza finita.
Se tiene | X| <1+ X2y (X — E[X])? = X2 - 2X E[X] + (E [X])*. De manera que tanto X

como (X — E[X])? tienen esperanza finita. Es decir, X tiene varianza finita.

Proposicion 4. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:
Var(X) = E[X?] - (E[X])?
Demostracion

Si X no tiene varianza finita entonces X? tampoco tiene esperanza finita, asi que se cumple
la igualdad. Si X tiene varianza finita, entonces X?2 también tiene esperanza finita y se tiene:

Var(X) = E[(X — B(X))’] = E[X? - 2XE(X) + (B [X])’]
= E[X? - 2(E[X])* + (E[X])?
= B[X*] - (E[X])’

Proposicion 5. Sean X yY dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces, XY tiene
esperanza finita.

Demostracion

Para cualquier par de nimeros reales x y y, se tiene |zy| < %(xQ +1?). Asf que, | XY]| <
1X241Y2

Por lo tanto, XY tiene esperanza finita.

Corolario 6. St X y Y son dos variables aleatorias de varianza finita y a y b son dos
numeros reales cualesquiera, entonces aX + bY tiene varianza finita.
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Demostracion

(aX + bY)2 = a’X? + 2abXY + b?Y?, asi que, por las proposiciones 5 y 3, aX + bY tiene
varianza finita.

Definicién 6. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Se define la cova-
rianza de X yY, Cov(X,Y), mediante la relacion:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E|XY] — E[X] E[Y]

Proposicion 6. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de varianza finita,
entonces Cov(X,Y) = 0.

Demostraciéon

El resultado es inmediato pues X y Y son independientes y tienen esperanza finita, asi que
EXY]=FE[X]E[Y].

El siguiente ejemplo muestra que la covarianza entre dos variables aleatorias puede ser cero
sin que éstas sean independientes.

Ejemplo 1. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de densidad dada por:

size{-1,1}
fx(x) =

N= =

siz=0
0 en otro caso

y sea Z una variable aleatoria, independiente de X, con distribucién uniforme en el conjunto
{—1,1}. Definamos la variable aleatoria Y~ de la siguiente manera:

{ Z siX =0
Y —
0 en otro caso

Se tiene entonces

fry) =PY =y|=P[Y =y, X =0]+P[Y =y, X #0
= PZ=y,X=0]+P[Y =y, X #0]

= P[Z =y P[X = 0]+ I10(y) P [X # 0]
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T siye{-1,1}
= %[{_171}(?/) + %I{O}(y) = % siy=20
0 en otro caso

PIX =2,Y =y
—PX=0,Y =y X=0+P[X=2Y =y X0
= Lioy(2)P[Z =y, X = 0] + Loy (y) [{-113 () P [X = 2]

= Iy (2)P[Z = y] P[X = 0] + Loy (y) -1y () P [X = ]
= Loy (@) -13(y) + 3110y (W) 111,13 (2)

1 siz=0,ye{-1,1} 6y=0,z€{-1,1}
] 0 en otro caso

Asi que, por ejemplo, P[X =1,Y =1] # P[X = 1] P[Y = 1], de manera que X y Y no son
independientes. Por otro lado, F' [X] = E[Y] = E [XY] = 0, de manera que Cov(X,Y) = 0.

Proposicion 7. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita y a y b dos nimeros
reales cualesquiera. Entonces Cov(aX,bY) = abCov(X,Y).

Demostracién
Cov(aX,bY) = E[aXbY]— E[aX|EDY]=ab(E[XY]|— E[X]|E[Y])
= abCov(X,Y)

Teorema 4. Sean X, Xy,..., X, n+ 1 variables aleatorias de esperanza finita. Entonces:

1. Var(X) = 0 si y solo si existe una constante ¢ tal que P[X = ¢] = 1.
2. Var(aX + b) = a*Var(X) para cualquier pareja a,b € R.
3. 81 Xi,...,X, tienen varianza finita, entonces » ., X; también tiene varianza finita y:

77777

Demostraciéon

1. Var(X) =0siysélosi B [(X — E(X))2] =0, lo cual ocurre si y sélosi P [(X — E(X))? = 0]

1, es decir, P[X = E(X)] = 1.
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2. Var(aX +b) = E [(aX — aE[X))?] = 2E [(X — E[X])’] = a*Var(X).

3. Que > 7 | X, tiene varianza finita se sigue del corolario 6 y un razonamiento de induccién.
Ademas:

Var(Y, Xi) = B [(Ti, X - T BLX)] = B |(SL, (X - B[X)?]

-----

-----

Corolario 7. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias independientes y de varianza finita,
n -, . . .
entonces Y ., X; también tiene varianza finita y:

Var(3 o, X;) =1, Var(X;)

Teorema 5 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X y Y dos variables aleatorias
cualesquiera, entonces:

E[IXY]] < VE[X?/E[Y?]

Ademds, si X y Y tienen varianza finita, entonces |E[XY]| = /E[X?]\/E[Y? siy s6-
lo si existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas es distinta de cero y
PlaX +bY =0] =1.

Demostracién
Si F[X?] =00 0 E[Y?] = 0o la desigualdad es obvia.

Supongamos ahora que F [X?] < co y F[Y?] < oo, es decir, que tanto X como Y tienen
varianza finita.

N

Sea o = (E[Y?])? y § = (E[X?)2.

Si a = 0, se tiene E [X?] = 0, de manera que:
PIXY|=0>P[X=0=P[X?*=0]=1

Por lo tanto, £ [|XY|] = 0. Asf que se cumple la desigualdad.

De la misma manera, si 5 = 0, entonces E [|XY|] = 0. Asi que se cumple la desigualdad.

Supongamos ahora que o > 0y 3 > 0.

Sabemos que « | X | — Y] tiene varianza finita y se tiene:
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0< E(a|X|-B8Y])?] =a?E[X? + BE[Y? - 2aBE | XY|] = 2025% — 2a8E [| XY).
Asi que, aff — E[|XY|] > 0. Es decir, E[|XY|] < ap.

Para la segunda parte, supongamos primero que X y Y tienen varianza finitay que |E [XY]| =

VEXAVEN?.

Definiendo, como antes, a = (F [Y2])% yB=(F [X2])%, se tiene:

Sia =0y =0, entonces P[X =0] = P[Y =0] = 1. Por lo tanto P[X =0,Y =0] = 1.
De manera que, tomando en consideracién que P[X =0,Y =0] < P[X +Y = 0], se tiene
P[X 4+Y = 0] = 1. Es decir, se tiene el resultado deseado con a = b = 1.

Sia# 006 #0 se tienen los siguientes dos casos:

Si E'[XY] > 0, entonces:
0< E[(aX — BY)’] =2a%8* — 2aBE [XY] =0

Asf que, E [(aX — 6Y)2} =0, de lo cual se sigue P [aX — Y = 0] = 1.
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a y b = —f.

Si F'[XY] <0, entonces:
0< E[(aX +8Y)?*] =2a28% + 2a8E [XY] =0

Asf que, E [(aX + 5Y)2] =0, de lo cual se sigue P [aX + Y =0] = 1.
Es decir, se tiene el resultado deseado con a = a y b = 5.

Finalmente, supongamos que existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas
es distinta de cero y P[aX + bY = 0] = 1. Supongamos, por ejemplo, que a # 0, entonces
P [X = —gY] = 1. Asf que:

(BIXY]) = & (E[V2)) = B |(-4Y)°| BE[Y?] = E[X* E[Y?]

a

Corolario 8. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces:

|Cov(X,Y)| < /Var(X)y/Var(Y)

Ademsds, la igualdad se cumple si y sélo si existen constantes a, by ¢ tales que a y b no son
ambas ceroy PaX +bY =¢| = 1.
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Demostracion

Utilizando la proposicién 5, se tiene:

[Cov(X,Y)| = [E[(X = E[X])) (Y - E[Y])]] < E[[X - E[X]|[Y = E[Y]]

< VE[X - EXE[Y - EY)?] = Var(X)/Var(Y)

Si la igualdad se cumple, entonces se tiene:

B((X - BX)(Y - EY)) = /E[(X - EX)?]/E[(V - E[Y)]

De manera que, nuevamente por la proposicién 5, existen constantes a y b tales que no son
ambas ceroy Pla(X — E[X])+b(Y — E[Y]) = 0] = 1. Es decir:

PlaX +bY =¢/ =1
donde ¢ = aF [ X]| 4+ bE[Y].
Supongamos ahora que existen constantes a, b y ¢ tales que a y b no son ambas cero y
PlaX +bY = ¢] = 1. Entonces E [aX + bY — ¢] = 0, de lo cual se sigue ¢ = F [aX + bY].
De manera que se tiene:

Pla(X - E[X)+b(Y —E[Y])=0] =1

Asi que, por la proposicién 5, se tiene:

[Cov(X, V)| = E[(X = E[X])(Y = E[Y])]| = /Var(X)y/Var(Y)



